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Re´sume´
For a fixed number field and an elliptic curve defined and semi-stable
over this number field, we consider the set of prime numbers p such that the
Galois representation attached to the p-torsion points of the elliptic curve is
reducible. When the number field satisfies a certain necessary condition, we
give an explicit bound, depending only on the number field and not on the
semi-stable elliptic curve, for these primes. This generalizes previous results
of Kraus.
Introduction
Cet article traite de la re´ductibilite´ de la repre´sentation galoisienne associe´e
aux points de torsion d’une courbe elliptique semi-stable de´finie sur un corps de
nombres.
Pour les points de torsion dont l’ordre est un nombre premier strictement
supe´rieur a` une certaine borne, qui ne de´pend que du corps de base et qu’on expli-
cite, on de´montre que, lorsque cette repre´sentation est re´ductible, sa semi-simplifie´e
est isomorphe a` la repre´sentation associe´e a` une courbe elliptique semi-stable et
ayant des multiplications complexes sur le corps de base (voir le the´ore`me II).
On en de´duit, lorsque le corps de base ve´rifie la condition ne´cessaire que
de telles courbes semi-stables et a` multiplications complexes n’existent pas, une
borne supe´rieure uniforme pour les nombres premiers pouvant donner lieu a` une
repre´sentation re´ductible pour une courbe elliptique semi-stable (voir le the´ore`me I).
On ge´ne´ralise ainsi des re´sultats de Kraus (voir [Kra96] et [Kra07]). Enfin, on donne
des exemples de corps satisfaisant le the´ore`me I (voir la partie 3.4).
Les notations sont les suivantes. On fixe un corps de nombres K et un plonge-
ment deK dans C (dans tout le texte, on conside´rera ainsiK comme un sous-corps
de C). Soit Q la cloˆture alge´brique de Q dans C ; on note GK le groupe de Galois
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absolu Gal(Q/K) de K. A` partir de la partie 2 et pour toute la fin du texte, on
suppose que l’extension K/Q est galoisienne.
On fixe une courbe elliptique E de´finie sur K qui est semi-stable sur K, c’est-
a`-dire qui a, en toute place finie de K, soit re´duction multiplicative (de´ploye´e ou
non) soit bonne re´duction.
On fixe un nombre premier p supe´rieur ou e´gal a` 5 et non ramifie´ dans K.
On note Ep l’ensemble des points de E dans Q qui sont de p-torsion ; c’est un
espace vectoriel de dimension 2 sur Fp, sur lequel le groupe de Galois absolu GK
de K agit Fp-line´airement. On de´signe par ϕE,p la repre´sentation de GK ainsi
obtenue ; elle prend ses valeurs dans le groupe GL(Ep) qui, apre`s choix d’une base
pour Ep, est isomorphe a` GL2(Fp). On note enfin χp le caracte`re cyclotomique
de GK dans F
×
p ; il co¨ıncide avec le de´terminant de la repre´sentation ϕE,p.
Lorsque le corps de base K est celui des rationnels Q, Mazur a de´montre´
dans [Maz78] que, pour p strictement supe´rieur a` 7 et E semi-stable (ou pour p
strictement supe´rieur a` 163 et E de´finie sur Q, pas force´ment semi-stable), la
repre´sentation ϕE,p est irre´ductible. Le the´ore`me de Mazur constitue, pour le
corps Q, une partie de la re´ponse au ≪ proble`me de Serre uniforme ≫ (voir la
partie 4.3 de [Ser72]) qui consiste a` de´terminer s’il existe une borne BK ve´rifiant :
pour toute courbe elliptique E de´finie sur K et sans multiplication complexe sur Q
et tout nombre premier p strictement supe´rieur a` BK , la repre´sentation ϕE,p est
surjective. On pourra a` ce sujet consulter les travaux re´cents de Bilu, Parent et
Rebolledo (voir [BPR11]).
On supposera donc dans tout ce texte que le corps K est diffe´rent de Q et
on se limitera a` l’e´tude des courbes elliptiques semi-stables sur K. Dans la direc-
tion d’une ge´ne´ralisation du re´sultat de Mazur pour les courbes elliptiques semi-
stables, Kraus a pose´, et traite´ dans certains cas, la question suivante (voir [Kra96]
et [Kra07]).
Question. Existe-t-il une borne CK , ne de´pendant que du corps de nombres K et
ve´rifiant : pour toute courbe elliptique E de´finie et semi-stable surK et tout nombre
premier p strictement supe´rieur a` CK , la repre´sentation ϕE,p est irre´ductible ?
Kraus a re´solu cette question, en explicitant la borne CK , pour les corps qua-
dratiques dans [Kra96] et pour les corps ve´rifiant une certaine condition (C)
dans [Kra07]. L’appendice B de [Kra07] mentionne e´galement que le the´ore`me
non effectif de [Mom95], allie´ aux bornes de Merel (voir [Mer96]) sur l’ordre des
points de torsion d’une courbe elliptique, donne des re´sultats semblables pour les
corps K ne contenant le corps de classes de Hilbert d’aucun corps quadratique
imaginaire.
Une condition ne´cessaire sur le corps K pour que la re´ponse a` la question ci-
dessus soit positive est qu’il n’existe pas de courbe elliptique de´finie et semi-stable
sur K, ayant de plus des multiplications complexes sur K (on remarque qu’une
telle courbe elliptique a alors bonne re´duction en toute place de K). En effet, pour
une telle courbe elliptique E, ayant des multiplications complexes par un corps
quadratique imaginaire L contenu dans K, la repre´sentation ϕE,p est re´ductible
pour tout nombre premier p de´compose´ dans L (voir proposition 1.2 de [Bil11]).
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On montre ici que cette condition est suffisante. Lorsqu’elle est re´alise´e, on
donne de plus une forme explicite pour une borne CK re´pondant a` la question
(voir de´finition 3.5).
The´ore`me I (Borne uniforme d’irre´ductibilite´). On suppose que le corps K
est galoisien sur Q. Les assertions suivantes sont e´quivalentes.
1. Il n’existe pas de courbe elliptique de´finie sur K, ayant des multiplications
complexes sur K et partout bonne re´duction sur K.
2. Il existe une borne CK , ne de´pendant que du corps de nombresK et ve´rifiant :
pour toute courbe elliptique E de´finie et semi-stable sur K et tout nombre
premier p strictement supe´rieur a` CK , la repre´sentation ϕE,p est irre´ductible.
Lorsqu’elles sont ve´rifie´es, la borne CK donne´e par la de´finition 3.5 satisfait la
deuxie`me assertion.
On trouvera dans la partie 3.4 (the´ore`me III) des exemples de corps K satis-
faisant le the´ore`me I.
On renvoie aux de´finitions 2.8, 2.10, 3.2, 3.5, pour une formule explicite pour
la borne CK . Elle de´pend du degre´, du discriminant, du nombre de classes et
du re´gulateur du corps K, ainsi que d’une constante absolue intervenant dans
une forme explicite du the´ore`me de Chebotarev due a` Lagarias, Montgomery et
Odlyzko (voir la partie 2.3 et [LMO79]). La de´termination de la borne CK utilise
e´galement les bornes de Bugeaud et Gyo˝ry (voir [BG96]) sur la hauteur d’un
ge´ne´rateur d’un ide´al (voir partie 2.2) et, de manie`re cruciale, la borne uniforme
sur l’ordre des points de torsion d’une courbe elliptique de Merel et Oesterle´ qui
figure dans les introductions de [Mer96] et [Par99] (voir la proposition 3.6).
Le the´ore`me I de´coule du the´ore`me II suivant, qui pre´cise, pour les courbes el-
liptiques semi-stables, les re´sultats de [Dav08] (the´ore`me I), [Dav11b] (the´ore`me II)
et (dans une forme non explicite) [Mom95] (the´ore`me A).
The´ore`me II (Forme de la repre´sentation semi-simplifie´e). On suppose
que le corps K est galoisien sur Q et qu’il existe une courbe elliptique E semi-
stable sur K et un nombre premier p strictement supe´rieur a` CK tels que la
repre´sentation ϕE,p est re´ductible.
Alors il existe une courbe elliptique E′ de´finie sur K, ayant des multiplications
complexes sur K et partout bonne re´duction sur K, telle que que la semi-simplifie´e
de la repre´sentation ϕE,p est isomorphe a` la repre´sentation ϕE′,p.
On remarque que le type supersingulier du the´ore`me II de [Dav11b] n’apparaˆıt
pas ici ; en effet, il ne se produit que pour des courbes elliptiques ayant re´duction
additive aux places de K au-dessus de p.
Dans tout le texte, on suppose que la courbe elliptique E est semi-stable sur K
et que la repre´sentation ϕE,p est re´ductible. La courbe E posse`de alors un sous-
groupe d’ordre p de´fini sur K. On fixe un tel sous-groupeW ; il lui est associe´ une
isoge´nie de E de degre´ p, de´finie surK. L’action deGK surW (Q) est donne´e par un
caracte`re continu deGK dans F
×
p ; on le note λ et, suivant la terminologie introduite
dans [Maz78], on l’appelle le caracte`re d’isoge´nie associe´ au couple (E,W ). On
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fixe e´galement une base de Ep dont le premier vecteur engendreW (Q) ; dans cette
base la matrice de la repre´sentation ϕE,p est triangulaire supe´rieure, de caracte`res
diagonaux (λ, χpλ
−1).
La me´thode de de´monstration du the´ore`me I suit celle de [Dav08] et [Dav11b],
inspire´e de [Mom95]. Plutoˆt qu’appliquer les re´sultats de [Dav11b] (ou [Dav08])
a` une courbe elliptique semi-stable, on a choisi d’en retracer la de´monstration,
qui donne une meilleure borne CK (comparer les de´finitions 2.10, 3.2 et 3.5 du
pre´sent texte avec les de´finitions 2.10, 2.13 et 4.3 de [Dav11b]) et permet d’exprimer
directement la semi-simplifie´e de la repre´sentation ϕE,p au lieu de sa puissance
douzie`me. Ne´anmoins, lorsque c’e´tait possible, on s’est re´fe´re´ a` des re´sultats connus
dans le cas ge´ne´ral, en pre´cisant l’ame´lioration propre aux courbes semi-stables.
La premie`re partie de l’article rappelle les proprie´te´s locales du caracte`re d’isoge´nie,
en l’occurence ses restrictions aux sous-groupes de de´composition des places finies
de K hors de p et ses restrictions aux sous-groupes d’inertie des places de K
au-dessus de p.
La deuxie`me partie regroupe des proprie´te´s globales du caracte`re d’isoge´nie
et du corps K (dont on suppose a` partir de ce point du texte qu’il est galoisien
sur Q). On y trouve notamment la the´orie du corps de classes globale pour le carre´
du caracte`re d’isoge´nie, qui relie entre elles les proprie´te´s locales de la premie`re
partie.
La troisie`me partie comporte la de´monstration du the´ore`me II (partie 3.3),
dont le the´ore`me I est une conse´quence directe. Enfin, on donne dans la partie 3.4
(the´ore`me III) une liste de corps satisfaisant les assertions du the´ore`me I.
1 Proprie´te´s locales du caracte`re d’isoge´nie
1.1 Aux places finies hors de p
Soient q un nombre premier rationnel diffe´rent de p et q un ide´al premier de K
au-dessus de q.
Proposition 1.1. Le caracte`re λ est non ramifie´ en q.
De´monstration. Lorsque la courbe E a bonne re´duction en q, le re´sultat est donne´
par le the´ore`me 1 de [ST68].
Lorsque la courbe E a re´duction multiplicative en q, il de´coule de la partie §1.12
de [Ser72]. Pour un e´nonce´ pre´cis, on renvoie a` la proposition 1.1.1 de [Dav08], la
proposition 3 de [Kra07] ou la proposition 1.4 de [Dav11b] (avec l’entier eq e´gal
a` 1, voir §1.1.1 de loc. cit.).
Notations 1.2.
1. On fixe dansGK un e´le´ment de Frobenius σq pour q ; comme le caracte`re λ est
d’image abe´lienne et non ramifie´ en q, l’image de σq par λ est inde´pendante
de ce choix.
2. On note Nq le cardinal du corps re´siduel de K en q.
4
Proposition 1.3. On suppose que E a re´duction multiplicative en q. Alors λ2(σq)
vaut 1 ou (Nq)2 modulo p.
De´monstration. Voir par exemple la proposition 1.1.1 de [Dav08] ou la proposi-
tion 1.4 de [Dav11b].
On rappelle e´galement les re´sultats de [ST68] qui serviront dans la suite (voir
aussi la proposition 1.1.2 de [Dav08] ou la partie 1.3.2 de [Dav11b]).
Proposition 1.4 (The´ore`me 3 de [ST68]). On suppose que E a bonne re´duction
en q. Alors le polynoˆme caracte´ristique de l’action de σq sur le module de Tate
en p de E est a` coefficients dans Z (et inde´pendant de p) ; ses racines ont pour
valeur absolue complexe
√
Nq.
Notations 1.5.
1. On note Pq(X) le polynoˆme caracte´ristique de l’action de σq sur le module
de Tate en p de E. Il est de la forme X2 − TqX + Nq avec Tq un entier
de valeur absolue infe´rieure ou e´gale a` 2
√
Nq. Son discriminant T 2q − 4Nq
est donc un entier ne´gatif et ses racines sont conjugue´es complexes l’une de
l’autre.
2. On note Lq le sous-corps engendre´ dans C par les racines de Pq(X) ; le
corps Lq est soit Q soit un corps quadratique imaginaire.
Proposition 1.6. On suppose que E a bonne re´duction en q. Soit Pq un ide´al
premier de Lq au-dessus de p. Alors les images dans OLq/Pq des racines de Pq(X)
sont dans F×p ; il existe une racine βq de Pq(X) ve´rifiant :(
λ(σq),
(
χpλ
−1
)
(σq)
)
=
(
βq mod Pq, βq mod Pq
)
.
De´monstration. Cela re´sulte de la re´ductibilite´ de la repre´sentation ϕE,p (voir
aussi la proposition 1.1.2 de [Dav08] ou la proposition 1.8 de [Dav11b]).
1.2 Aux places finies au-dessus de p : action de l’inertie
Soit p un ide´al premier de K situe´ au-dessus de p. On fixe dans GK un sous-
groupe d’inertie Ip pour p.
Proposition 1.7.
1. On suppose que E a re´duction multiplicative en p. Alors λ restreint a` Ip est
trivial ou e´gal a` χp.
2. On suppose que E a bonne re´duction en p. Alors cette re´duction est ordinaire
et λ restreint a` Ip est trivial ou e´gal a` χp.
De´monstration. Lorsque E a re´duction multiplicative en p, le re´sultat est donne´
par la proposition 13 (et son corollaire) de [Ser72], §1.12.
Lorsque E a bonne re´duction en p, on suppose d’abord par l’absurde que E a
re´duction supersingulie`re en p. Alors, par la proposition 12 (§1.11(2)) de [Ser72],
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l’image par Ip de ϕE,p est un groupe cyclique d’ordre p
2 − 1. Ceci contredit l’hy-
pothe`se que la repre´sentation ϕE,p est re´ductible et que l’ordre de son image divise
donc p(p − 1)2. La courbe E a ainsi re´duction ordinaire en p ; le re´sultat de´coule
alors de la proposition 11 et son corollaire dans [Ser72] (§1.11(1)) (voir aussi la
proposition 3 de [Kra07]).
Notation 1.8. On note ap l’entier, e´gal a` 0 ou 1, tel que λ restreint au sous-groupe
d’inertie Ip co¨ıncide avec χ
ap
p .
2 Des proprie´te´s globales
2.1 The´orie du corps de classes pour le caracte`re λ2
La the´orie du corps de classes globale associe au caracte`re abe´lien λ2 de GK
dans F×p un morphisme de groupes du groupe des ide`les A
×
K de K dans F
×
p qui est
continu et trivial sur les ide`les diagonales. On note r ce morphisme.
Pour toute place (finie ou infinie) ν de K, on note Kν le comple´te´ de K en ν
et rν la compose´e de l’injection de K
×
ν dans les ide`les A
×
K et du morphisme r.
Lorsque ν est une place finie, on note UKν les unite´s du corps local Kν ; dans ce
cas, on utilise indiffe´remment en indice la place ν et l’ide´al maximal de K qui lui
correspond.
Les proprie´te´s locales du caracte`re λ2 e´tablies dans la partie 1 ont les in-
terpre´tations suivantes pour le morphisme r (voir e´galement [Dav08] §2.1, [Dav11b]
§2.1 ou [Bil11] §2.3) pour des discussions semblables) :
(i) pour une place infinie ν de K, l’application rν est triviale ;
(ii) pour un ide´al maximal q de K qui n’est pas au-dessus de p, l’application rq
envoie toute uniformisante de Kq sur λ
2(σq) et sa restriction a` UKq est
triviale ;
(iii) pour un ide´al maximal p de K au-dessus de p, la restriction de rp a` UKp
co¨ıncide avec la compose´e d’applications
UKp
NKp/Qp−−−−−→ UQp re´duction−−−−−−→
modulo p
F×p
e´le´vation−−−−−−−−−−−−−→
a` la puissance −2ap
F×p .
Notations 2.1. Pour toute place ν de K, on note ιν le plongement de K dans le
comple´te´ Kν . Pour tout ide´al maximal L de K, on note valL la valuation de K
associe´e a` L dont l’image est Z.
Proposition 2.2. Soit α un e´le´ment de K non nul et premier a` p ; alors on a :∏
q∤p
λ2 (σq)
valq(α) =
∏
p|p
NKp/Qp (ιp(α))
2ap mod p.
De´monstration. La de´monstration repose sur le meˆme principe que celle du lemme 1
de [Mom95] (voir aussi la proposition 2.2.1 de [Dav08] ou la proposition 2.4
6
de [Dav11b]). L’image par r de l’ide`le principale (ιν(α))ν e´tant triviale, on a (tous
les produits e´tant finis) :
1 = r ((ιν(α))ν) =
∏
ν
rν (ιν(α)) =
∏
ν|∞
1×∏
q∤p
rq (ιq(α)) ×
∏
p|p
rp (ιp(α))
=
∏
q∤p
λ2(σq)
valq(α) ×∏
p|p
(
NKp/Qp (ιp(α))
−2ap mod p
)
.
Notations 2.3. Pour toute la suite du texte :
• on suppose que l’extension K/Q est galoisienne et on note G son groupe
de Galois ;
• on fixe un ide´al p0 de K au-dessus de p ;
• pour tout e´le´ment τ de G, on note aτ l’entier ap associe´ a` l’ide´al p = τ−1(p0) ;
• on note N l’application de K dans lui-meˆme qui envoie un e´le´ment α sur la
norme tordue par les entiers (2aτ )τ∈G (c’est-a`-dire qu’on aN (α) =
∏
τ∈G τ(α)
2aτ ) ;
on remarque que l’application N pre´serveK×, OK et les e´le´ments de K pre-
miers a` p.
Avec ces notations, la proposition 2.2 admet la reformulation globale suivante.
Proposition 2.4. Soit α un e´le´ment de K non nul et premier a` p ; alors on a :∏
q∤p
λ2 (σq)
valq(α) = ιp0 (N (α)) mod p0.
De´monstration. L’e´le´ment
∏
p|pNKp/Qp (ιp(α))
2ap de Zp est l’image par l’injection
canonique ιp0 de K dans son comple´te´ Kp0 de l’e´le´ment
∏
τ∈G τ(α)
2aτ de K.
2.2 Borne pour la hauteur d’un ge´ne´rateur d’ide´al
Cette partie reprend les re´sultats de la partie 2.3 de [Dav08] (voir aussi les
parties 2.3 et 2.4 de [Dav11b]) qui donnent une borne pour toutes les valeurs
absolues archime´diennes de la norme tordue N d’un certain ge´ne´rateur d’ide´al
dans OK .
Notations 2.5. On note dK le degre´ du corps K sur Q et hK son nombre de classes
d’ide´aux. Soit α un e´le´ment non nul de K. On note H la hauteur absolue de α
de´finie par
H(α) =

 ∏
ν place de K
max (1, |α|ν)


1/dK
,
avec les normalisations suivantes pour les valeurs absolues | · |ν :
• si ν est une place re´elle, associe´e a` un e´le´ment τ de G, | · |ν = |τ(·)|C ;
• si ν est une place complexe, associe´e a` un e´le´ment τ de G, | · |ν = |τ(·)|2C ;
• si ν est une place finie, associe´e a` un ide´al premier L deK, |·|ν = (NL)−valL(·).
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Lorsque α est un entier de K, les seules places apportant une contribution non
triviale dans le produit de´finissant H(α) sont les places infinies.
Lemme 2.6. Soit α un e´le´ment non nul de OK ; alors, pour tout τ dans G, on a :
|τ (N (α))|C ≤ H(α)2dK .
De´monstration. La de´monstration repose sur un calcul semblable a` celui de la
de´monstration de la proposition 2.3.1 de [Dav08] (voir aussi le lemme 2 (partie 2.3)
de [Dav11b]), a` ceci pre`s que les entiers intervenant en exposant dans la de´finition
de N valent ici 0 ou 2, alors qu’ils sont compris entre 0 et 12 dans loc. cit..
Notations 2.7. Suivant [BG96], on note :
• RK le re´gulateur de K ;
• rK le rang du groupe des unite´s de K (K e´tant suppose´ galoisien sur Q, rK
vaut dK − 1 si K est totalement re´el et dK2 − 1 sinon) ;• δK un re´el strictement positif minorant dK ln (H(α)) pour tout e´le´ment non
nul α de K qui n’est pas une racine de l’unite´ ; si dK est e´gal a` 2, on peut
prendre δK e´gal a`
ln 2
rK+1
; si dK est supe´rieur ou e´gal a` 3, on peut prendre δK
e´gal a` 153dK ln(6dK) ou
1
1201
(
ln(ln dK)
ln dK
)3
.
De´finition 2.8 (Borne C1(K)). On pose :
C1(K) =
rrK+1K δ
−(rK−1)
K
2
.
On remarque que C1(K) peut s’exprimer en n’utilisant que le degre´ dK de K
sur Q. Avec ces notations, le lemme 2 (partie 3) de [BG96] s’e´crit de la manie`re
suivante.
Lemme 2.9. Pour tout e´le´ment non nul α de OK , il existe une unite´ u de K
ve´rifiant :
H(uα) ≤ ∣∣NK/Q(α)∣∣1/dK exp (C1(K)RK) .
De´finition 2.10 (Borne C2(K)). On pose :
C2(K) = exp (2dKC1(K)RK) .
On remarque que C2(K) ne de´pend que du degre´ et du re´gulateur de K.
Proposition 2.11. Soit L un ide´al maximal de K. Il existe un ge´ne´rateur γL
de LhK satisfaisant pour tout τ dans G :
|τ (N (γL))|C ≤ (NL)2hK C2(K).
De´monstration. Par le lemme 2.9, on peut choisir un ge´ne´rateur de l’ide´al princi-
pal LhK dont la hauteur est borne´e par (NL)hK/dK exp (C1(K)RK) ; on conclut
alors par le lemme 2.6 (voir aussi la proposition 2.3.4 de [Dav08] ou la proposi-
tion 2.11 de [Dav11b]).
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2.3 Une version effective du the´ore`me de Chebotarev
The´ore`me (Chebotarev effectif, [LMO79]). Il existe une constante absolue
et effectivement calculable A ayant la proprie´te´ suivante : soient M un corps de
nombres, N une extension finie galoisienne de M , ∆N le discriminant de N , C
une classe de conjugaison du groupe de Galois Gal(N/M) ; alors il existe un ide´al
premier de M , non ramifie´ dans N , dont la classe de conjugaison des frobenius
dans l’extension N/M est la classe de conjugaison C et dont la norme dans l’ex-
tension M/Q est un nombre premier rationnel infe´rieur ou e´gal a` 2(∆N )
A.
Notation 2.12. On note ∆K le discriminant de K.
De´finition 2.13 (Ensemble d’ide´aux JK). On note JK l’ensemble des ide´aux
maximaux de K dont la norme dans l’extension K/Q est un nombre premier ra-
tionnel totalement de´compose´ dans K et infe´rieur ou e´gal a` 2(∆K)
AhK .
Proposition 2.14. Toute classe d’ide´aux de K contient un ide´al de JK .
De´monstration. Voir [Dav08], proposition 3.1.2 ou [Dav11b], proposition 4.2.
3 De´monstrations des the´ore`mes
3.1 Compatibilite´ des actions au-dessus et hors de p
Notations 3.1. Soit q un ide´al maximal de K premier a` p en lequel E a bonne
re´duction.
1. On fixe un ide´al pq0 de KL
q au-dessus de p0 (voir notations 1.5 et 2.3).
Comme le corps Lq est soit Q, soit un corps quadratique imaginaire, il y a
au plus deux choix possibles pour pq0 ; si L
q est inclus dans K, le seul choix
possible pour pq0 est p
q
0 = p0.
2. On note Pq0 l’unique ide´al de Lq situe´ au-dessous de pq0.
3. D’apre`s la proposition 1.6, il existe une racine du polynoˆme Pq(X) dont la
classe modulo Pq0 (qui est dans Fp) vaut λ(σq) ; on note βq une telle racine.
De´finition 3.2 (Borne C(K,n)). Pour tout entier n, on pose :
C(K,n) =
(
n2hKC2(K) + n
hK
)2dK
.
Proposition 3.3. Soient q un ide´al maximal de K premier a` p et γq un ge´ne´rateur
de qhK ve´rifiant l’ine´galite´ de la proposition 2.11. On suppose que p est strictement
supe´rieur a` C(K,Nq). Alors on est dans l’un des trois cas suivants (avec les
notations 2.3 et 3.1) :
Type de re´duction de E en q λ2(σq) N (γq) Cas
multiplicatif
1 mod p N (γq) = 1 M0
(Nq)2 mod p N (γq) = (Nq)2hK M1
bon β2q mod Pq0 N (γq) = β2hKq B
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De´monstration. La de´monstration est semblable a` celle de la proposition 2.4.1
de [Dav08] (ou de la proposition 2.14 de [Dav11b]). On en rappelle ici le principe.
D’apre`s les propositions 1.3 et 1.6 et en appliquant la proposition 2.4 a` l’e´le´ment γq
de OK , on obtient qu’on est dans l’un des trois cas suivants :
Type de re´duction de E en q λ2(σq) Congruence Cas
multiplicatif
1 mod p N (γq) ≡ 1 mod p0 M0
(Nq)2 mod p N (γq) ≡ (Nq)2hK mod p0 M1
bon β2q mod Pq0 N (γq) ≡ β2hKq mod pq0 B
Ainsi, selon chaque cas, p divise l’un des trois entiers relatifs NK/Q (N (γq)− 1),
NK/Q
(N (γq)− (Nq)2hK) ou NKLq/Q (N (γq)− β2hKq ). Comme p est choisi stric-
tement supe´rieur a` C(K,Nq), qui par la proposition 2.11 est supe´rieur ou e´gal
aux valeurs absolues de ces trois entiers, on obtient que dans chaque cas, l’entier
relatif en question est nul, ce qui donne la conclusion de la proposition.
Proposition 3.4. Soient q un nombre premier rationnel totalement de´compose´
dans K et q un ide´al premier de K au-dessus de q. On suppose que p est strictement
plus grand que C(K, q). Alors on est dans l’un des quatre cas suivants (avec les
notations 3.1) :
Re´duction de E en q λ2(σq) Famille (aτ )τ∈G Cas
multiplicative
1 mod p ∀τ ∈ G, aτ = 0 M0
q2 mod p ∀τ ∈ G, aτ = 1 M1
bonne (ordinaire),
NK/Lq(q) = βqOLq
∀τ ∈ Gal(K/Lq), aτ = 1
BO
corps Lq quadratique, et aτ = 0 sinon
inclus dans K,
NK/Lq(q) = βqOLq
∀τ ∈ Gal(K/Lq), aτ = 0
BO’
p de´compose´ dans Lq et aτ = 1 sinon
De´monstration. La de´monstration est semblable a` celle de la proposition 2.15
de [Dav11b] (voir aussi la proposition 2.4.2 de [Dav08] et le lemme 2 de [Mom95]).
On en rappelle ici les principaux arguments, car la proposition 3.4 est centrale
pour la de´monstration du the´ore`me II.
Comme le nombre premier q est suppose´ totalement de´compose´ dans l’exten-
sion galoisienneK/Q, les ide´aux τ(q) sont deux a` deux distincts lorsque τ de´crit G,
leur produit est l’ide´al qOK et la norme de q dans K/Q est e´gale a` q. En parti-
culier, en supposant que p est strictement supe´rieur a` C(K, q), on se place dans
les hypothe`ses de la proposition 3.3. On raisonne donc selon les trois cas de cette
proposition.
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L’ide´al engendre´ par N (γq) dans OK est :
N (γq)OK =
(∏
τ∈G
τ(γq)
2aτ
)
OK =
∏
τ∈G
(
τ
(
qhK
))2aτ
=
(∏
τ∈G
τ (q)
aτ
)2hK
Dans les cas M0 et M1, la comparaison de l’ide´al engendre´ dans OK par N (γq)
avec celui engendre´ par 1 ou q2hK donne le re´sultat de la proposition.
Dans le cas B, l’e´le´ment N (γq) de K est contenu dans Lq ; ainsi, soit il est
rationnel, soit il engendre Lq (qui est alors contenu dans K).
On suppose d’abord que N (γq), qui est e´gal a` β2hKq , est rationnel. Alors β2hKq
est a` la fois un entier alge´brique (de Lq) et rationnel ; il appartient donc a` Z.
Comme sa valeur absolue complexe est qhK , on a β2hKq e´gal a` q
hK ou −qhK . Dans
les deux cas, β2hKq , qui est e´gal a` N (γq), engendre dans OK l’ide´al :
(∏
τ∈G
τ (q)aτ
)2hK
= N (γq)OK = β2hKq OK = qhKOK =
(∏
τ∈G
τ (q)
)hK
.
Ceci est impossible (avec les ide´aux (τ(q))τ∈G deux a` deux distincts et les en-
tiers (aτ )τ∈G valant 0 ou 1).
Ainsi, l’e´le´ment N (γq) de K engendre Lq, qui est quadratique imaginaire et
contenu dans K. La fin de la de´monstration de la proposition 2.15 de [Dav11b] (a`
partir de la page 20 ; voir aussi la proposition 2.4.2 de [Dav08]) s’applique alors
directement, en prenant garde que les entiers (aτ )τ∈G de loc. cit. valent 12 fois
ceux du pre´sent texte.
On re´sume ici les e´tapes de cette de´monstration. Le fait que N (γq) appar-
tienne a` Lq donne que les entiers (aτ )τ∈G sont constants sur les classes mo-
dulo Gal(K/Lq), sous-groupe d’indice 2 de Gal(K/Q). Alors N (γq) engendre
dans OLq l’ide´al (avec γ un e´le´ment de G induisant sur Lq la conjugaison com-
plexe) :
N (γq)OLq = (βqOLq)2hK =
((
NK/Lq (q)
)aid (NK/Lq (q))aγ)2hK .
Comme on a suppose´ q totalement de´compose´ dans l’extensionK/Q, q est e´galement
totalement de´compose´ dans les extensions Lq/Q et K/Lq. La norme NK/Lq(q) est
donc un ide´al premier de Lq au-dessus de q. Or l’e´galite´ q = βqβq indique que
les deux ide´aux premiers (distincts) de Lq au-dessus de q sont βqOLq et βqOLq .
Ainsi NK/Lq(q) est e´gal soit a` βqOLq soit a` βqOLq . L’e´galite´ entre ide´aux ci-dessus
donne alors les cas BO et BO’ de la proposition.
Comme le polynoˆme X2−TqX+ q (voir les notations 1.5) est scinde´ modulo p
(voir la proposition 1.6), l’entier T 2q − 4q est un carre´ modulo p. Ainsi, soit p est
de´compose´ dans Lq, soit p divise l’entier relatif non nul T 2q − 4q. Comme la valeur
absolue de T 2q −4q est 4q−T 2q et infe´rieure ou e´gale a` 4q, le choix de p strictement
supe´rieur a` C(K, q) (cette borne e´tant strictement supe´rieure a` 4q), implique que p
est de´compose´ dans le corps quadratique Lq.
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Enfin, on suppose par l’absurde que E a re´duction supersingulie`re en q. Ceci
e´quivaut a` ce que q divise Tq, entier relatif de valeur absolue infe´rieure ou e´gale
a` 2
√
q. Alors on est dans l’un des cas suivants : Tq est nul ; q est e´gal a` 2 et Tq est
e´gal a` 0, 2 ou −2 ; q est e´gal a` 3 et Tq est e´gal a` 0, 3 ou −3. Si Tq est nul ou q est
e´gal a` 3 et Tq vaut ±3, alors Lq est e´gal a` Q(√−q), dans lequel q est ramifie´ ; si q
est e´gal a` 2 et Tq vaut ±2, alors Lq est e´gal a` Q(i), dans lequel 2 est ramifie´. Or,
on a montre´ que q est de´compose´ dans le corps Lq, qui est inclus dans K. On en
de´duit que E a re´duction ordinaire en q.
De´finition 3.5 (Borne CK). On pose
CK = max
(
C
(
K, 2(∆K)
AhK
)
,
(
1 + 3
dKhK
2
)2)
.
Le nombre CK ne de´pend que du corps de nombres K.
Les bornes uniformes sur l’ordre des points de torsion d’une courbe elliptique
figurant dans [Mer96] ou [Par99] permettent d’e´liminer les cas M0 et M1 de la
proposition 3.4 (voir aussi l’appendice B de [Kra07]).
Proposition 3.6. On suppose que p est strictement supe´rieur a` CK . Alors, en tout
ide´al de JK , la courbe E a bonne re´duction et tous les ide´aux de JK appartiennent
au meˆme cas (BO ou BO’) de la proposition 3.4.
De´monstration. Par construction, la borne CK est supe´rieure ou e´gale a` la borne C(K, q)
pour tout nombre premier rationnel q totalement de´compose´ dans K et infe´rieur
ou e´gal a` 2(∆K)
AhK . Ainsi, pour tout ide´al q dans JK , on est dans les conditions
d’application de la proposition 3.4.
Chaque cas de la proposition 3.4 (M0, M1, BO et BO’) de´termine une famille
diffe´rente de coefficients (aτ )τ∈G (on distingue les cas BO et BO’ par le fait que
dans le cas BO, l’ensemble des e´le´ments τ de G pour lesquels aτ est e´gal a` 1
est un sous-groupe de G alors que dans le cas BO’, c’est le comple´mentaire d’un
sous-groupe).
Pour e´liminer les cas M0 et M1, on raisonne comme dans le lemme 3.8 de [Dav11a]
(voir aussi la partie 3.2.1 de [Dav08] ou [Dav11b], proposition 3.4).
Dans le cas M0, pour tout ide´al premier p de K au-dessus de p, le coeffi-
cient ap est nul. Par de´finition de ap (notation 1.8), cela implique que caracte`re λ
est non ramifie´ en toute place de K au-dessus de p. Ainsi, l’extension Kλ de K
trivialisant λ, qui est abe´lienne, est non ramifie´e en toute place finie de K (voir
proposition 1.1) ; le corps Kλ est donc inclus dans le corps de classes de Hilbert
deK et son degre´ (sur Q) est infe´rieur ou e´gal a` dKhK . Or, la courbe E posse`de un
point d’ordre p de´fini sur Kλ. D’apre`s des travaux de Merel et Oesterle´ mentionne´s
dans les introductions de [Par99] et [Mer96], on a alors
p ≤
(
1 + 3
dKhK
2
)2
,
ce qui contredit le choix de p strictement supe´rieur a` CK .
Dans le cas M1, pour tout ide´al premier p de K au-dessus de p, ap est e´gal
a` 1. Ainsi, le caracte`re χpλ
−1 est non ramifie´ en toute place de K au-dessus de p,
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et par suite en toute place finie de K. On conside`re alors le quotient de E par
le sous-groupe d’isoge´nie W . On obtient une courbe elliptique E′ de´finie sur K,
isoge`ne a` E sur K ; le sous-groupe E[p]/W de E′ est de´fini sur K et d’ordre p
et le caracte`re d’isoge´nie associe´ a` ce sous-groupe est χpλ
−1. Le caracte`re χpλ
−1
e´tant non ramifie´ en toute place finie de K, on applique le meˆme raisonnement
que pre´ce´demment.
3.2 Vers un Gro¨ssencharakter
Proposition 3.7. On suppose que p est strictement supe´rieur a` CK .
1. Il existe un unique corps quadratique imaginaire L contenu dans K tel que
pour tout q dans JK , Lq est e´gal a` L.
2. Le corps de classes de Hilbert de L est contenu dans K.
3. Le nombre premier p est de´compose´ dans L.
4. Il existe un unique ide´al premier pL de L au-dessus de p tel que λ est non
ramifie´ hors de pL.
5. Soit p un ide´al premier de K au-dessus de p ; alors ap est e´gal a` 1 si et
seulement si p est au-dessus de pL ; sinon, ap est e´gal a` 0.
6. Soit q dans JK ; il existe une racine β′q de Pq(X) ve´rifiant NK/L(q) = β′qOL
et λ(σq) = β
′
q mod pL.
De´monstration. On est dans les conditions de la partie 4.2.2 de [Dav11b] (voir
aussi la partie 3.2.3 de [Dav08] et le the´ore`me 1 de [Mom95]). Les cinq premiers
points de la proposition de´coulent ainsi des propositions 4.6, 4.7 et 4.8 de [Dav11b]
(ou de manie`re e´quivalente de la proposition 3.2.5 et des lemmes 3.2.8 et 3.2.9
de [Dav08]). Pour le point 5, on notera que l’entier ap de [Dav11b] et [Dav08]
vaut 12 fois l’entier ap du pre´sent texte.
On de´montre enfin le point 6. En suivant les notations 3.1, on a λ(σq) = βq
mod Pq0 . D’apre`s la remarque 3.2.10 de [Dav08] (voir aussi les de´monstrations
des propositions 4.8 et 4.10 de [Dav11b]), l’ide´al pL du point 4 est e´gal a` Pq0 si
tous les ide´aux de JK sont de type BO dans la proposition 3.4 et il est e´gal au
conjugue´ complexe de Pq0 si tous les ide´aux de JK sont de type BO’. Or, d’apre`s
la proposition 3.4, on a NK/L(q) = βqOL dans le cas BO et NK/L(q) = βqOL
dans le cas BO’. On peut donc prendre β′q = βq dans le cas BO et β
′
q = βq dans
le cas BO’.
Lemme 3.8. Soit α un e´le´ment non nul de K premier a` pL ; alors on a :∏
q∤pL
λ (σq)
valq(α) = NK/L (α) mod pL.
De´monstration. On note r′ et (r′ν)ν les applications associe´es par la the´orie du
corps de classes au caracte`re λ, comme les applications r et (rν)ν sont associe´es
au caracte`re λ2 au de´but de la partie 2.1.
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D’apre`s la proposition 3.7, le caracte`re λ est non ramifie´ hors de pL et pour
tout ide´al premier p au-dessus de pL, on a ap = 1. De plus, par le point 1 de la pro-
position 3.7 le corps K contient un corps quadratique imaginaire. Ainsi, toutes ses
places archime´diennes sont complexes et pour toute telle place ν, l’application r′ν
est triviale. On obtient donc, comme dans la de´monstration de la proposition 2.2 :
1 = r′ ((ιν(α))ν) =
∏
ν
r′ν (ιν(α)) =
∏
ν|∞
1× ∏
q∤pL
r′q (ιq(α)) ×
∏
p|pL
r′p (ιp(α))
=
∏
q∤pL
λ(σq)
valq(α) × ∏
p|pL
(
NKp/Qp (ιp(α))
−ap mod p
)
=
∏
q∤pL
λ(σq)
valq(α) ×
( ∏
p|pL
NKp/Qp (ιp(α)) mod p
)−1
.
Comme le nombre premier p est de´compose´ dans L (point 3 de la proposition 3.7),
le comple´te´ LpL de L en pL co¨ıncide avec Qp et on a :∏
p|pL
NKp/Qp (ιp(α)) mod p =
∏
p|pL
NKp/LpL (ιp(α)) mod p = NK/L(α) mod pL.
Proposition 3.9. Soit q un ide´al maximal de K premier a` pL. Il existe un unique
e´le´ment αq de OL ve´rifiant :
NK/L(q) = αqOL et λ(σq) = αq mod pL.
De´monstration. Soit q un ide´al maximal de K premier a` pL. D’apre`s la proposi-
tion 2.14, il existe un ide´al premier q′ dans JK et un e´le´ment non nul α de K qui
ve´rifient : q = q′ · (αOK).
Soit β′q′ dans OL qui ve´rifie le point 6 de la proposition 3.7 pour l’ide´al q′.
Alors l’ide´al (entier) NK/L(q) de OL est engendre´ par β′q′ ×NK/L(α). De plus, par
le lemme 3.8 applique´ a` α, on a :
λ(σq)λ(σq′ )
−1 = NK/L(α) mod pL.
Comme on a, par choix de β′q′ , λ(σq′ ) = β
′
q′ mod pL, on obtient finalement :
λ(σq) = λ(σq′ )
(
NK/L(α) mod pL
)
= β′q′ ×NK/L(α) mod pL.
Ainsi, on peut prendre pour αq l’e´le´ment β
′
q′ ×NK/L(α) de OL.
On suppose que deux e´le´ments αq et α
′
q de OL satisfont la conclusion de la
proposition. Alors αq et α
′
q engendrent le meˆme ide´al de OL, donc sont associe´s
par une unite´ uq de OL. Comme αq et α′q ont meˆme image (non nulle) modulo pL,
l’unite´ uq se re´duit sur 1 modulo pL. Pour p supe´rieur ou e´gal a` 5, cela implique
que uq est e´gal a` 1, donc que αq et α
′
q sont e´gaux.
Lemme 3.10. Soit α un e´le´ment non nul de K premier a` pL ; alors on a dans L :
NK/L (α) =
∏
q∤pL
α
valq(α)
q .
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De´monstration. Par la proposition 3.9, les e´le´ments
∏
q∤pL
α
valq(α)
q et NK/L (α)
engendrent le meˆme ide´al fractionnaires de L. Ils diffe`rent donc d’une unite´ uα
de L. Par le lemme 3.8 et la proposition 3.9, on a :∏
q∤pL
α
valq(α)
q mod pL ≡ NK/L (α) mod pL.
Ainsi, l’unite´ uα se re´duit sur 1 modulo pL. Pour p supe´rieur ou e´gal a` 5, on obtient
donc que uα est e´gal a` 1.
Dans le but d’e´tendre la relation du lemme 3.10 a` tous les e´le´ments non nuls
de K, on associe a` tout ide´al premier p de K au-dessus de pL un e´le´ment αp de L
×
de la manie`re suivante.
Notation 3.11. Soit p un ide´al premier de K au-dessus de pL. On fixe un e´le´ment xp
de K× ve´rifiant :
(i) valp(xp) = 1 ;
(ii) pour tout ide´al p′ de K au-dessus de pL diffe´rent de p, valp′(xp) = 0.
On de´finit alors :
αp = NK/L(xp)
∏
q∤pL
α
−valq(xp)
q .
Lemme 3.12. Soit α un e´le´ment non nul de K. Alors on a dans L :
NK/L (α) =
∏
ν∤∞
αvalν(α)ν .
De´monstration. On conside`re : α′ = α
∏
p|pL
x
−valp(α)
p . Par choix des (xp)p|pL , α
′ est
premier a` pL ; on a donc par le lemme 3.10 : NK/L (α
′) =
∏
q∤pL
α
valq(α
′)
q . On en
de´duit :
NK/L (α) = NK/L (α
′)
∏
p|pL
NK/L (xp)
valp(α)
=
∏
q∤pL
α
valq(α
′)
q
∏
p|pL
(
αp
∏
q∤pL
α
valq(xp)
q
)valp(α)
=
∏
p|pL
α
valp(α)
p
∏
q∤pL
α
valq(α
′)+
∑
p|pL
valq(xp)valp(α)
q .
Or, pour un ide´al premier q de K premier a` pL, on a :
valq(α
′) = valq(α) −
∑
p|pL
valq(xp)valp(α).
On en de´duit : NK/L (α) =
∏
ν∤∞
α
valν(α)
q .
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3.3 De´monstration du the´ore`me II
On rappelle que l’existence d’une courbe semi-stable sur K et ayant des mult-
plications complexes sur K est caracte´rise´e par l’existence de certains caracte`res
des ide`les deK, selon la proposition suivante (voir la partie 2.1 pour les notations).
Proposition 3.13. Les assertions suivantes sont e´quivalentes.
1. Il existe une courbe elliptique de´finie sur K, ayant des multiplications com-
plexes sur K et partout bonne re´duction sur K.
2. Il existe un corps quadratique imaginaire F contenu dans K et un caracte`re
continu ε de A×K dans F
× ve´rifiant :
(i) ε est trivial sur le sous-groupe
∏
ν|∞
K×ν
∏
ν∤∞
UKν de A
×
K ;
(ii) ε co¨ıncide avec la norme NK/F sur les ide`les principales.
De´monstration. On renvoie a` [Ser72], §4.5 (the´ore`me 5 et remarque 2) et §3.1. On
remarquera que la semi-stabilite´ sur K d’une courbe elliptique a` multiplications
complexes associe´e au caracte`re ε provient plus spe´cialement de la condition (i).
The´ore`me 3.14 (The´ore`me II). On suppose que le corps K est galoisien sur Q
et qu’il existe une courbe elliptique E semi-stable sur K et un nombre premier p
strictement supe´rieur a` CK tels que la repre´sentation ϕE,p est re´ductible.
Alors il existe une courbe elliptique E′ de´finie sur K, ayant des multiplications
complexes sur K et partout bonne re´duction sur K, telle que que la semi-simplifie´e
de la repre´sentation ϕE,p est isomorphe a` la repre´sentation ϕE′,p.
De´monstration. On est dans les conditions d’application de la partie 3.2. Avec les
notations de cette partie, on conside`re le corps quadratique imaginaire L (contenu
dans K) donne´ par la proposition 3.7 et la famille (αν)ν∤∞ d’e´le´ments de L
×
donne´e par la proposition 3.9 et la notation 3.11.
On de´finit un caracte`re continu ε de A×K dans L
× par :
(i) ε est trivial sur le sous-groupe
∏
ν|∞
K×ν
∏
ν∤∞
UKν ;
(ii) pour toute place finie ν de K, ε envoie toute uniformisante de Kν sur αν .
D’apre`s le lemme 3.12, ε co¨ıncide donc avec la normeNK/L sur les ide`les diagonales.
Par la proposition 3.13 et la partie 4.5 (remarque 2) de [Ser72], le caracte`re ε
est associe´ a` une courbe elliptique E′ de´finie sur K, ayant des multiplications com-
plexes par un ordre de L et partout bonne re´duction surK. La repre´sentation ϕE′,p
deGK associe´e aux points de p-torsion de E
′ est abe´lienne et a` valeurs dans (OL/pOL)×.
Comme p est de´compose´ dans L (proposition 3.7), ϕE′,p est la somme de deux ca-
racte`res de GK , chacun a` valeurs dans F
×
p , et ve´rifie, pour tout ide´al premier q
de K premier a` p :
ϕE′,p(σq) = (αq mod pL, αq mod pL).
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La repre´sentation ϕE,p est re´ductible ; sa semi-simplifie´e est donc la somme des
deux caracte`res λ et χpλ
−1, chacun a` valeurs dans F×p . D’apre`s la proposition 3.9,
on a pour tout ide´al premier q de K premier a` p :
ϕE,p(σq) = (αq mod pL, (Nq)α
−1
q mod pL)
= (αq mod pL, αq mod pL) = (αq mod pL, αq mod pL).
Ainsi, la semi-simplifie´e de ϕE,p et la repre´sentation ϕE′,p sont isomorphes.
Le the´ore`me I de l’introduction est une conse´quence directe du the´ore`me II.
3.4 Exemples de corps ve´rifiant le the´ore`me I
Dans cette partie on donne quelques exemples de corps ve´rifiant le the´ore`me I.
The´ore`me III. On suppose que le corps K est galoisien sur Q et ve´rifie l’une
des proprie´te´s suivantes.
1. Le corps K ne contient le corps de classes de Hilbert d’aucun corps quadra-
tique imaginaire. Cette situation se produit notamment dans les cas suivants :
(1a) K est de degre´ impair sur Q ;
(1b) K est totalement re´el.
2. Pour tout corps quadratique imaginaire L dont le corps de classes de Hilbert
est inclus dans K, il existe une unite´ de K (pouvant de´pendre de L) dont la
norme dans l’extension K/L est diffe´rente de 1. Cette situation se produit
notamment dans les cas suivants :
(2a) le degre´ de K sur Q est le double d’un nombre impair ;
(2b) K est e´gal a` FM , avec F un corps quadratique imaginaire et M un
corps totalement re´el, galoisien, posse´dant une unite´ de norme sur Q
e´gale a` −1 ;
(2c) K ve´rifie la condition (C) de [Kra07].
Alors il n’existe pas de courbe elliptique de´finie sur K, ayant des multiplications
complexes sur K et partout bonne re´duction sur K.
De´monstration. On montre d’abord que les proprie´te´s 1 et 2 du the´ore`me im-
pliquent sa conclusion.
On suppose pour cela qu’il existe une courbe elliptique E de´finie sur K, ayant
des multiplications complexes sur K et semi-stable sur K, c’est-a`-dire ayant par-
tout bonne re´duction sur K. Soit R l’anneau des endomorphismes de E sur K.
Alors R est un ordre dans un corps quadratique imaginaire L, qui est donc contenu
dans K (voir [Ser72] §4.5). De plus l’invariant j de E (qui est contenu dans K) en-
gendre sur L un corps qui contient le corps de classes de Hilbert de L (voir [Ser67]).
Ainsi, K contient L et son corps de classes de Hilbert. Ceci montre que, si K
ve´rifie la proprie´te´ 1, alors une telle courbe elliptique n’existe pas.
De plus, il est associe´ a` la courbe E un caracte`re ε de A×K dans L
× comme
dans la proposition 3.13. Les proprie´te´s du caracte`re ε donnent alors que la norme
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de toute unite´ de K dans l’extension K/L est e´gale a` 1. Ceci montre donc que,
si K ve´rifie la proprie´te´ 2, alors un tel caracte`re ε n’existe pas.
Si le corps K ve´rifie (1a) ou (1b), alors il ve´rifie la proprie´te´ 1 du the´ore`me.
Si le corps K ve´rifie (2a), alors−1 ve´rifie la proprie´te´ 2 pour tout corps quadra-
tique imaginaire L contenu dans K. On suppose que le corps K ve´rifie (2b). Soit u
une unite´ de M de norme (sur Q) e´gale a` −1. Alors pour tout corps quadratique
imaginaire L inclus dans K, les corps L et M sont line´airement disjoints et on
a : NK/L(u) = NM/Q(u) = −1. Ainsi, K ve´rifie la proprie´te´ 2.
On de´montre enfin que si K ve´rifie la condition (C) de [Kra07], il ve´rifie la
proprie´te´ 2 du the´ore`me. On utilise ici les notations de la partie 1.1.2 de [Kra07].
Soit n e´gal a` dK2 . La condition (C) donne une unite´ u de K telle que 1 n’est pas
racine du polynoˆme H
(u)
n (X). Or, les racines de H
(u)
n (X) sont les produits de n
racines (pas force´ment distinctes) du polynoˆme minimal de u sur Q. En particulier,
pour tout corps quadratique imaginaire L inclus dans K, la norme NK/L(u) de u
dans l’extension K/L est une racine de H
(u)
n (X). Cette norme est donc diffe´rente
de 1 et l’unite´ u satisfait la proprie´te´ 2 pour tous les corps L conside´re´s.
Remarques 3.15.
1. D’apre`s le the´ore`me 1 de [Kra07], tous les corps de nombres satisfaisant la
condition (C) de [Kra07] ve´rifient l’assertion 2 du the´ore`me I de l’introduc-
tion. Ils ve´rifient donc aussi l’assertion ne´cessaire 1. Le the´ore`me III donne
une de´monstration directe de ce fait.
2. Parmi les corps satisfaisant la condition (C) de [Kra07] et qui ne figurent
pas explicitement dans les autres cas du the´ore`me III, on notera les corps de
groupe de Galois isomorphe a` un groupe syme´trique ou a` un groupe alterne´ et
les corps cyclotomiques engendre´s par des racines de l’unite´ d’ordre premier
(voir le the´ore`me 2 de [Kra07]).
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